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Rappel : L'infimum et le supremum
d. un sous- ensemble SCR.

Si 5412,5+-0 et lo EIR est tehquesi Sc 112,5 -1-0 et a c- IR telque
(1) as x the S (1) b > × the S

(2) V-E > 0 F Xe C- S : ✗e-as E
(2) V-E > 0 3-✗e. C- S :b - ✗e ⇐ E

Alors a = infs (la borne inférieure des) Alors b-- sups (la borne superieure de 5)
✗{

+e

'

si " ' " ' " ' "'" " ¥É%
Axiom : Tout sins - ensemble non- ride Sc IRI (réelspositifs) admetune borne inférieure .

Fhm 'Tout sous - ensemble non- ride majoré SCIR admet un supremum qui est unique
Pont sous- ensemble non- ride minoré SCIR admet un infimum qui est unique .

Dém : (a) Si Sc {✗ c- IR
,
× > Of ⇒ 3-a c- IR

,
a-- infs par taxiome .

(b) Sc IR : It c- IR : ✗ at V-✗ c- S
,
mais t c- 0 (S est minor part , t :O) .

tl.1.t.is#:-%aall 11 / In aa. S
,

Soit S
,
= {✗ - -1+1

,

✗ c- S} C IRI ⇒ Par liaxiome de la borne inférreure ,

il exist a. = in -15s .

Alois a-- a. + t - I = infs ÷

a) V-✗ c- S ⇒ x-t-I.ci , ⇒ × > art - f- a ; trite > 07yes :

y-t-e-Y-a.EE
⇒ y- lattice

c- S
, Is Is
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(c) Soit SC IR : Fp c- IR : ✗sp the S :S est major

'

par per
Az Sz

Considerons Se {YER :y= -✗YES] Ip ⑤ to Ia! ¥ ' '
⇒ Sz est minor par

-PER
Par (b) 3- a. = infsz ⇒ Alors a =

-aresups Cvérifier lesproprietiesdu
supremum

)
#

Unicilé Si infs exist , odors il est le plus grand minorant des .

Si sups exi.sk , alorsib est te plus petit majorant des .

i-npariiut.int#sI%FE.;:!I!-jIdie: par
absurde : Supposons guieexisk sups et b c- IR : basups,

Fe =Sup¥ ⇒ sups - E >bzx V-✗ c- S

⇒ sups - × > E the S - contredit

la dit de sups . 11J if
¥

⇒ sups est le plus petit majorant des sups
⇒ le sups est unique .

Le cas de A.nfimum est symébigue
☒
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. Soit a < b.a.be/R

{✗ c- IR : a c- ✗ c- b} = [a. 6 ] intervale frmé borne
'

{ ✗ c- IR : a < ✗ < 6} =] a. 61 intervale ouvertborné

{ ✗ c- IR : aExif} = [a. 81 intervale semi - convert borne'

{ ✗ c- IR : as ✗ Eb } = Ta, b ] - a-

- ao et •
,

IRV {- a. as} =Ñ la droite rédkachereé ; - • < ✗ < a
HXEIR

Intervals non - borné

{ ✗ ER : × >_ a } = la
,

+• [ fermi

{ ✗ c- IR : ✗ a- b } =]-0,8] fermé
{ ✗ c- IR : ✗ > a } = ]a

,
+ •Convert

{ ✗ c- IR : ✗ < b) =] - o, e. [ convert

☒
+

= [ 0
,
+ • [ = {✗20 }

, IRI =] 0, + • [ = {×> o}
IR
- =] - NO ] = { ✗ £0 }

,
IRI =] - so, 01 = {✗ < 0 }

112×1=112 VIR ! = { ✗ c- IR : ✗ 1=0 }
[DZ § 1. 15.1.5.1

,
1.5.3]



- 25-Comment tourer sups , chfs pour un sous- ensemble SCIR donné ?

Example . (c) Intervals borne's
.

sup la , b]
=

sup ]a,b[ = sup la , lol = sup ]a, b)
= to

in fla , b) = inf)a. lol -- inflab f- if]a, b) = a .

Dém : (a) sup la , b) = to 111 to > × the lab] = { ✗c- IR : a a- ✗ c- f) Trai

(2) Soit E> 0 ⇒ xe-cla.co] :b -✗EEE ⇒ on peat prendre 11<=8 ⇒
b- 6=0 < E te > 0

.

Trai
⇒ b-- sup lab]

(b) inf ]a,b[ = a (1) as x the ]a. 61 = {✗ c- IR : a < ✗A} Trai

(2) Soit E > 0 .
Trower ✗ee ] a. 81 : ✗e- a±E⇐ > {

a < ✗ e < 6

✗EE a + E-

Si E< b- a ⇒ on prend ✗e-- ate ⇒ { a <ate
< to

a < at E E atE

si Ez b-a ⇒ ✗
e.
= 6¥ = > { a <

a
< to

a < a¥ < beate
Trai

IE
, , 1¥la a¥ b ate



ftp.Propriited-A# Pour tout couple G. y) de nombre réeli
" -

tel que ✗ so etyzo.ie exist n c- IN
*

tel que
nx >y

Dém : (1) IN < R n
'est pas majoré .

Par absurd : supposons que West
majoré

Alers 3- ✗ = sup /NER ,

et pour E=E In c- IN : sup/N
- n ⇐ I ⇒

sup IN a- n-itzcn-m.IE IN ⇒ m > sup IN absurd ⇒ IN n'estpas majoré.EIN

(2) Soit ¥ c- IR+ ,

alors 3- n c- IN : n > ¥ <⇒ nx >y ☒

Done IR est un corps
archimédien

.

'Thm ① CIR .

④ est dense dans IR .

Pour tout couple ✗< y.x.yc.IR ,
il exist un nombre rational re ① : ✗ or < y

Dém : Par la propriété d.Archimide In c- IN
"

: n ly- x) > 1- ⇒ y-✗ > In

⇒ ✗ < ✗ + In < y
,
partie entire = le plus grand

4 en tiers hx
✗ = ¥ < ¥+1 n× < y 4×1 Init

& I¥ tax Ktlnxtl

⇒ r= ¥+1 c- QI et ✗ < ray .

☒,



Exercise : Soient rag ,

r
, q c-④ .

Alors il exist ✗ c- 1RiQ : r < ✗ < q .
-27 -

irrational

(⇒ V- ✗ < y
,
X
, YER 3- z c- IRYQ : ✗< 2- < y ) (DZ

,
§1. 5. +J

Ex (2) S = {× > a } =] a. * [ : 3- infs = a (voir Ex 1) sups n'exist pas

Ex 131 S = { 3m¥
,

new} CIR

4) 3h21 =3 - In ; ¥, < In V-nc.IN
"

⇒ 3- ¥,
> 3- In

⇒ { 3m¥
,
next }- est croissant ⇒ n= 1 on a 3-7=1

⇒ S est minoré : 1 Ex V- ✗ c- S ⇒ inf S exist .
inf 5=1 ⇒HI c- ✗ V-✗ c- S Trai (2) V-E >0 3- ✗ = 1 : ✗-1=1-1 a- E Trai

⇒ in -15=1 .

(2) S est major ? Oui : 32 3- In Fn c- IN? ⇒ sups exist .

Il faut démontrer que sup 5--3 .

G) 3 > × V-✗ c- 5 : 3 > 3- In Fn c- IN
"

Trai

(2) Soit E > 0 .

Il faut démonher Aexistence de Xe E S : 3-✗e EE

3- ( 3- In ) EE ⇐> Zn E E ⇐> E- a- n
,

n c- IN
*

Puisque IN n'est pas major
'

,

il exist next .

- n > E- quelque soit Eso.

Trai

⇒ sups =3 ; 34-5 . I



Remarque Si inf S E S , on
dit

que s posside un minimum
,

→ -

mins = inf S dans ce Cas
.

Si sup
S E S

,
on dit

que Sposséde un maximum .

max S = sups dans a car
.

Ex 3 mins = 1.
,

S ne possiede pas de maximum .


